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Resumo

Este texto descreve os resultados de uma pesquisa orientada pela questio ‘Como sao
abordados os numeros irracionais no ensino basico, considerando-se como fonte o livro
didatico?’. Em uma amostra de livros didaticos, observamos se e como sdo apresentados ‘o
namero PI’, ‘o nimero de Euler’ e ‘o0 nimero de Ouro’. A investigacdo utilizou os nucleos de
significacdo para analisar os sentidos do discurso presente nos textos dos livros didaticos.
Constatamos que os temas apontados sao introduzidos por um viés empirico ou pela definicao
formal, porém ndo ocorre intercdmbio destes polos. Observamos que o ndmero Pl é
empiricamente abordado, o nimero de Euler é apenas citado como uma possivel base dos
logaritmos e fica destaca a interface artistica do namero de Ouro articulada a representacdo
algébrica. Em sintese, esta op¢do dos livros didaticos reforca uma concep¢do tecnicista,
limitando a compreensdo da complexidade dos numeros irracionais no Ensino Fundamental e
Médio.

Palavras-chave: Livro Didatico. Nucleos de Significacdo. Numero Pl. Numero de Euler.
Ndmero de Ouro.

Abstract

This paper describes the results of a survey directed by the question 'How are discussed
irrational numbers in primary education, considering the textbook as a source?'. In a sample of
textbooks, if observed and are presented as 'the number PI', 'Euler number' and 'number of
Gold'. The research used the nuclei of significance to analyze the meaning of discourse in the
texts of textbooks. We note that the themes are highlighted by a bias introduced by empirical
or formal definition, but there is exchange of these poles. We observed that the number PI is
empirically approached, the number of Euler is only mentioned as a possible base of
logarithms and highlights the interface is the number of artistic Gold articulated the algebraic
representation. In summary, this option of textbooks reinforces a technicist conception,
limiting the understanding of the complexity of irrational numbers in elementary and high
school.

Keywords: Textbook. Nuclei of Meaning. Pl number. Euler number. the Golden Mean.

Introducéo
Em grande parte dos topicos desenvolvidos no ensino de Matematica ha predominancia

da concepc¢édo dos nimeros como ferramenta operatoria para calculos de natureza aritmética e
em manipulac6es de expressdes algébricas. Poréem, o ensino dos nimeros e das operacdes:
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[...] na educacdo basica ndo deve visar [somente] a aquisicdo de um conjunto
de técnicas rotineiras, mas também uma aprendizagem significativa ligada a
uma compreensdo relacional das propriedades dos nimeros e das operacoes.
Ndo basta aprender procedimentos, é necessario transforma-los em
instrumentos de pensamento (ABRANTES; SERRAZINA; OLIVEIRA, 1999,
p. 47 apud COELHO, 2005, p.29).

A tendéncia tecnicista inserida na escolaridade remonta a raizes longinquas. Os povos
antigos como os babildnios, chineses, egipcios e hindus utilizam os nUmeros numa concepgao
utilitéria, ligadas a aspectos do mundo pragmatico.

Para estes povos ndo fazia sentido haver distincdo entre o exato e aproximado em
relagdo aos calculos numéricos. Em particular, os hindus foram os primeiros povos a:

[...] considerar as raizes irracionais como nimeros. [...] Mas é preciso lembrar
que a contribuicdo hindu nesse caso foi resultado de inocéncia légica. Vemos
a auséncia de distincdo cuidadosa, da parte dos matematicos hindus, entre
resultados exatos e inexatos e era natural que ndo levassem a sério a diferenga
entre grandezas comensuraveis e incomensuraveis (BOYER, 1991, p. 160).

Diferentemente dos demais povos antigos, 0s gregos concebiam 0s ndmeros inteiros
como entidades abstratas. Em particular, ao estudar a relacdo entre a diagonal e o lado do
quadrado, os pitagéricos perceberam que estes segmentos ndo sdo comensuraveis. Dois
segmentos sdo ditos incomensuraveis se a razao entre estes ndo puder ser expressa como uma
fracdo de nimeros inteiros (com denominador ndo-nulo).

A constatacdo da impossibilidade de expressar alguns nimeros como razdo entre
inteiros representou um momento de abalo, que posteriormente foi denominado por
historiadores modernos como ‘A crise dos incomensuraveis’.

Diante desse impasse entre a crenca dos numeros inteiros e o problema da
incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado, a solucdo encontrada pelos
antigos gregos foi utilizar a Algebra Geometria: 0s nimeros irracionais seriam expressos por
segmentos de reta, mas ndo eram considerados nameros.

Assim, ao invés de desvendar o mistério envolvendo este ‘novo nimero’, a crenga nos
nameros inteiros impeliu 0s gregos a rejeitar e ocultar os nimeros irracionais, por meio da
Geometria. Deste modo, para 0s gregos:

[...] todo nimero podia ser expresso por um comprimento, mas existiam
comprimentos que ndo correspondiam a nenhum namero. [...] Jamais o
[nimero] irracional teve na Grécia o valor de um nimero, e 0S gregos ndo
possuiam simbolo para esta espécie de grandeza (KARLSON, 1961, p. 104).

Situando o marco representado pela ‘Crise dos Incomensurdveis’, 0s numeros
irracionais permaneceram marginalizados e incompreendidos na Matematica. Foi somente
apos muitos seculos que a relacdo entre a diagonal e o lado de um quadrado foi representada
pelo simbolo /2.

Contrariamente aos nimeros racionais, cujo entendimento perpassa 0 pragmatico, 0s
nameros irracionais representam um elemento complexo e pouco intuitivo. No ensino da
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Matematica Elementar, a caracteristica tedrica coloca os nimeros irracionais huma posi¢édo
problemaética, que precisa ser mapeada.

Existe uma concepcdo falsa, até defendida por pesquisadores, destacando que a
introdugdo dos nimeros irracionais deve pressupor uma:

[...] completa compreensao dos nimeros racionais pelos alunos. Entretanto,
se isto ndo € alcancado ainda (como frequentemente ocorre), os alunos estardo
enfrentando muitas dificuldades para abordar este novo tipo de numero.
(VOSKOGLOU; KOSYVAS, 2011, p. 129).

Diante de tais ponderagdes, nos propusemos a verificar como alguns temas notaveis
representantes dos numeros irracionais — o numero PI, o namero de Euler e o nimero de Ouro
- sdo introduzidos, apresentados e desenvolvidos em uma amostra de livros didaticos.

1 O quadro teorico

Observando-se os PCN, Brasil (1998) e a Proposta Curricular, S8o Paulo (2008) ha
mencdo que o trabalho com ndmeros irracionais no ciclo basico geralmente se encontra muito
simplificado, geralmente se concentrando em calculos operatérios com radicais e se limitando
a apresentacdo de raizes inexatas e de PI.

O conhecimento envolvendo o conjunto dos ndmeros irracionais sofreu uma lenta
elaboracdo ao longo de dois séculos, sendo resolvido e sistematizado pelos matematicos ha
pouco mais de 100 anos. Este conhecimento adquirido através do movimento histérico sofreu
uma transposicao didatica para ser ensinado em sala de aula.

Consideramos que os livros didaticos se constituem num importante meio para se
observar como 0s saberes sdo apresentados e desenvolvidos no ensino basico. Na revisdo
bibliogréafica efetivada, autores como Santos (2007), Boff (2007), Souto (2010), e Silva
(20114, b) apontam que a apresentacdo dos nimeros irracionais geralmente enfoca situacdes
pragmaticas, envolvendo a aproximacdo de resultados.

Uma exemplificacdo recorrente nos livros didaticos € “[...] a caracterizagdo do numero
irracional m partir de experiéncias relacionando o comprimento da circunferéncia de um
objeto com seu diametro. Cabe ressaltar que esta abordagem, se ndo for tomado o devido
cuidado, pode reforcar a atitude de identificar o0 nimero © com uma de suas aproximagdes”
(SANTOS, 2007, p. 63).

Em caminho oposto, certos manuais preferem a apresentacdo teorica, ora expondo um
namero irracional como sendo uma dizima ndo periodica, ora definindo como numeros
irracionais como sendo 0s nimeros reais que ndo podem ser expressos por meio de uma razéo
entre nUmeros inteiros.

A seguir, os manuais escolares introduzem os numeros reais como a unido de dois
conjuntos disjuntos: 0s numeros racionais e 0s numeros irracionais (R=Q U Irracionais).
Rezende (2003) aponta ai o quadro da circularidade: quem sdo 0s nimeros reais? Quem séo
0S nUmeros irracionais?

Souto (2010) realizou pesquisa diagndstica em livros didaticos, verificando que os
livros didaticos privilegiam atividades com contexto tecnicista, com pouco ou nenhum
aprofundamento conceitual. Os resultados apontados por Souto (2010), com relacéo a falta de
um discurso racional e tecnoldgico que justifique e esclarega técnicas, procedimentos e
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propriedades, se centra no conhecimento matematico ja estabelecido. Ponderamos que para
prover meios de tratar os numeros irracionais na escolaridade basica devem ser concebidos
referenciais situados num ponto de vista teorico, que leve em consideracdo tanto o discurso
presente na construcdo epistemoldgica do conhecimento matematico, quanto em aportes
didaticos de ensino e de aprendizagem.

Considerando-se outra pesquisa, Silva (2011a) analisou livros didaticos de Matematica
do Ensino Médio, com a finalidade de ilustrar 0 modo como 0s manuais apresentam o tema
dos nameros reais. A referida autora observou que nos livros didaticos ha predominancia de

valores prototipicos como V2,V3e x, geralmente abordados de modo sistematizado, o que

limita o entendimento deste topico, fato ja referenciado nos PCN, Brasil (1998).

O universo numeérico apresentado aos nossos estudantes pelos manuais escolares se
restringe aos numeros racionais acrescido de um conjunto enumeravel de pouquissimos
ndmeros irracionais notaveis, conforme aponta Rezende (2003).

Considerando pesquisas com alunos, Fischbein, Jehiam e Cohen (1995) constataram
concepgdes erroneas na conceituagdo dos irracionais em estudantes concluintes da educagéo
basica e licenciandos em Matematica, de Telaviv. A pesquisa de Ripoll (2001) destaca que

alguns do 9° ano do Ensino Fundamental erroneamente afirmam que J=1 é um ntimero
irracional, pois ndo pode ser escrito na forma de fragdo de nimeros inteiros.

Em sintese, as pesquisas envolvendo o material didatico destinado ao ensino basico
evidenciaram alguns elementos, com foco nos contedos matematicos, que contribuem em
maior ou menor medida, para dificultar a aprendizagem. Ainda, os autores apontaram algumas
estratégias locais, com base nos referenciais propostos, para encaminhar solucées.

Porém, as ponderacBes expressas nas analises realizadas pelos respectivos autores nao
permitem sintetizar um quadro geral e indicativo que possa compor um referencial para tratar
tal tematica no ensino basico de forma globalizada.

2 O quadro metodoldgico para a andlise nos livros didaticos

Para a analise dos numeros irracionais a que nos propusemos fizemos uso dos
denominados ndcleos de significacdo, metodologia de pesquisa qualitativa voltada para a
analise dos modos de manifestacdo de sujeito(s), que esta descrita em Aguiar e Ozella (2006).

Esta metodologia foi inspirada na Psicologia Socio-Historica, tendo como objeto “[...]
os procedimentos de analise de material qualitativo, visando a apreender os sentidos que
constituem o conteudo do discurso dos sujeitos informantes através do que chamamos de
nucleos de significacdo” (AGUIAR; OZELLA, 2006, p.1).

No presente texto, utilizamos esta metodologia como um possivel recurso de analisar o
discurso exposto no livro didatico, manifestado nos modos de exposi¢do de conteudos e
propostas de encaminhamento didatico presentes na obra, envolvendo os nimeros irracionais.

Segundo Aguiar e Ozella (2006), os nacleos de significagdo fazem parte de um processo
construtivo e interpretativo, devendo ser gerados por indicadores que expressem 0S pontos
centrais e fundamentais da apresentacéo dos sujeitos.

Os autores ponderam que um primeiro critério para levantar os indicadores presentes
nos nucleos de significacdo é a relacdo destes para permitir a compreensdo do objetivo da
investigacdo. Um segundo critério & constituir a presenca de contetdos semelhantes,
complementares ou contraditorios, de modo que “[...] os indicadores sdo fundamentais para
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que identifiquemos os contetdos e sua mutua articulagdo de modo a revelar e objetivar a
esséncia dos contetdos expressos pelo sujeito” (AGUIAR; OZELLA, 2006, p.8).

Com base na experiéncia como professor secundarista em relacdo aos contetdos
expressos nos manuais didaticos, nas deliberacbes da metodologia escolhida e nas
expectativas desta pesquisa, propusemos dois nucleos de significacao.

No ndcleo I, que denominamos por ‘O Processo de Inicializagdo dos Numeros
Irracionais’, pretendeu constatar quais ndmeros irracionais sdo veiculados formalmente no
material didatico do ensino bésico e que devem passar por um tratamento didatico adequado.
Isto pressupds constatar, nos livros didaticos:

a) como ocorre a introdugdo conceitual dos irracionais;

b) quais as linguagens utilizadas para apresentacdo dos elementos basicos dos

irracionais;

€) quais os meios didaticos utilizados para o tratamento inicial dos irracionais:
atividades manipulativas; uso de softwares, calculadora, planilha e outros meios
eletronicos; realizacdo de simulacfes; apresentacao e interpretacdo de textos.

O ndcleo 11, que denominamos por ‘O desenvolvimento e a amplitude conceitual dos
nameros irracionais’, pretendeu relatar se e como o0 material didatico expds um
aprofundamento e tratamento didatico dos nUmeros irracionais. Este nucleo permitiu verificar
se ha necessidade de complementos, possibilitando maior amplitude didatica e epistemolégica
dos nameros irracionais. Este nucleo solicitou do material a ser analisado, um discurso que,
além da apresentacdo formal dos elementos basicos, expusesse 0s elementos minimos,
necessarios e essenciais para a compreensdo dos nimeros irracionais. Isto equivale a verificar,
nos livros didaticos:

a) se, como e em que medida ocorre a articulacdo entre as linguagens;

b) se, como e em que medida lidam com informacdes, métodos, procedimentos e a
probleméatica que surgiu no desenvolvimento histérico do conhecimento
matematico. Em particular, sera verificada se e como € tratada a Crise dos
Incomensuraveis;

c) se héa a re-utilizacdo e exploracdo dos nimeros irracionais nos variados conteudos e
tematicas da Matematica.

A anélise e a confrontacdo dos resultados pontuados e declarados nos dois nucleos
permitiu expor o que ja esta consolidado na apresentacdo e desenvolvimento dos ndmeros
irracionais, o que ainda esta implicito e ndo revelado neste processo de inicializacdo, assim
como o que ainda falta. O citado percurso permitiu verificar quais os pontos e em que niveis
se torna possivel avancar nos patamares intermediarios de significacdo dos irracionais.

Apoés a descricdo dos temas selecionados nos livros didaticos, a andlise dos temas
envolvendo os ndmeros irracionais no livro didatico ocorreu em dois sentidos: analise
horizontal e vertical.

A andlise didatica horizontal consistiu em descrever e situar cada um dos trés temas
elencados anteriormente, nos contetidos que compde cada colecao de livro didatico. Esta acédo
foi efetivada no que denominamos ‘percurso dos nucleos de significagdo’, que pode ser
visualizada no quadro 1.
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Quadro 1: Percurso dos nucleos de significacéo, para a analise de temas presentes no livro
didatico.

[ 1INTROoODUGAD CoNCETUAL |
[ viz enepirica?| [via definicso formeal? |

INICIALIZAGCAC

[PESENVOLVIMENTE |

Moterizis Didfticos? Linguloens Varigdas?

INTERMEDIACAO {

Chanis? hesis?
1 [ArPLLAC LD CONCEITUAL |
| Linowtsens ariicwlodos?

FINALIZAGAO J

L [Fivalizachs conceinual?

Apo6s a descricdo dos componentes apresentados em cada tema, foi feita uma andlise
vertical, comparando os resultados expressos em cada cole¢do, com argumentacdes orientadas
pelas propostas aglutinadoras expressas através do percurso dos nucleos de significacao.

2.1 Os critérios de escolha dos livros didaticos

Justifica-se a busca em livros didaticos por ser material de freqliente adocdo pela
comunidade escolar e assim, representar objeto de influéncia consideravel no processo de
ensino e de aprendizagem. Em muitos casos, € o Unico material de apoio que os professores
utilizam como fonte de conhecimento e para estruturar o trabalho didatico na sala de aula.

De modo geral, o livro veicula uma lista de conteldos a serem apresentados,
influenciado por uma sequenciacdo delimitada e indicada em documentos e orientacdes
oficiais. Este tipo de formato passa a ser considerado como um modo de trabalho didatico
comum e frequiente para o conhecimento matematico a ser abordado em sala de aula.

Segundo Lidke e André (1986), a analise de documentos, como o livro didatico de
ensino bésico, permite uma valiosa abordagem de dados num viés qualitativo, revelando
aspectos de um tema. Os autores ponderam serem os documentos uma fonte natural estavel
para retirar evidéncias e confirmar hipdteses de pesquisa, além de fornecer indicios de
situacBes que poderiam ser exploradas através de outros métodos ou perspectivas.

A investigacdo nos livros didaticos que empreendemos se situou na visdo qualitativa de
pesquisa, na forma de uma descricdo e na analise didatica de alguns temas matematicos
relacionados aos numeros irracionais, presentes no ensino basico, considerando-se o potencial
desses para o desenvolvimento de ideias fundamentais da Matematica.

Devido & existéncia de diversas cole¢des de livros didaticos de Matemaética para o ciclo
basico, no mercado brasileiro, consideramos como critérios a relagéo de livros aprovados pelo
PNLD e no PNLEM, autores com grande tempo no mercado editorial, autores que apresentam
formagé&o e interesse em pesquisa académica e livros com grande veiculagdo a nivel nacional.

Vale salientar que ndo se pretendeu uma avaliacdo da qualidade do Livro Didético.
Antes, a intencdo preliminar foi chamar a atencdo para uma possivel simplificacdo da
apresentacdo de alguns temas notaveis dos numeros irracionais no ensino da Matematica.
Nesse sentido, a pesquisa empirica se pautou na possibilidade de verificar, em termos
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descritivos, se e como alguns temas essenciais referentes aos ndmeros irracionais sdo
apresentados e desenvolvidos nos livros-didaticos do ensino basico.

As colec¢des de livros do Ensino Médio escolhidas para apreciacdo e analise foram:
colecdo A, de Imenes e Lellis (2008-2010); cole¢do B, de Bonjorno; Bonjorno e Olivares
(2008); colecdo C, das autoras Smole e Diniz (2006-2008); colecdo D, de Giovanni e
Bonjorno (2009) e a colecéo E, de lezzi et al. (2006).

Quanto aos livros do Ensino Fundamental 11, a colecdo A considerou que 0s autores séo
membros da comunidade de educadores mateméticos e pesquisadores, costumeiramente
apresentando inovacdes no segmento de livros didaticos. Para os critérios da escolha da
colecdo B, destacamos que os autores sdo professores de tradi¢cdo no ensino da Matematica e
atuantes no ramo de publicacéo de livros didaticos.

Considerando-se as cole¢bes de Ensino Médio, a opcdo pela cole¢cdo C levou em
consideracdo a formacdo e experiéncia académica das autoras, como também pelas
contribuicbes em formacdo de professores, material didatico e assessorias na educagdo. Com
relacdo a colecdo D, ponderamos na grande tradicdo dos autores no ramo de publicacdo de
livros didaticos e no ensino de Matematica.

Quanto a colecdo E, composta por 10 volumes, a escolha recaiu na possibilidade de
analise complementar, por apresentar topicos de Matemética Elementar de modo mais
rigoroso e amplo, em relacdo as colecdes usuais. A escolha desta colecdo proporcionou outra
possibilidade de resposta as questdes levantadas, sob um ponto de vista do conhecimento
matematico mais aprofundado, com relacao as outras duas colecdes citadas.

Neste texto, dentre os varios possiveis de analise, nos restringimos a relatar alguns
temas essenciais relativos ao Universo dos Numeros Irracionais: o numero Pl, o nimero de
Euler e 0 nimero de Ouro.

2.2 Descricao do numero PI1 nos Livros Didaticos
2.2.1 Colecéo A.

No livro do 8° ano, capitulo 13, no subitem denominado ‘Um Toque a Mais’, a primeira
mencdo ao valor de Pl envolve um texto relatando o trabalho de Arquimedes e a descoberta
do empuxo. O texto abre um pequeno paragrafo para citar dois trabalhos de Arquimedes: a
formula do volume da esfera e de um método para determinar o valor de PI, mas nédo tece
outras consideracOes a este respeito. Este tipo de abordagem nos faz indagar os motivos que
levam a fazer tal opc¢do didatica, sem maiores aprofundamentos.

O numero PI é introduzido na se¢do seguinte, pela via empirica. No mesmo livro, no
capitulo 14 denominado ‘Geometria Experimental’, o texto sugere o desenho de uma
circunferéncia com o compasso, contorna-la com um barbante e dividir o comprimento do
barbante pela medida do diametro, o que resulta num valor de aproximadamente 3,1.
Sugerindo que a razdo entre o perimetro da circunferéncia e o diametro de uma circunferéncia
é invariavel, o que implicitamente representa um salto envolvendo um argumento tedrico, sem
maiores explicagdes afirmam que métodos dedutivos permitem obter o valor de Pl com maior
precisao, expondo o valor = 3,1415926.

No livro do 9° ano, capitulo 12, no item denominado ‘Circulo e Cilindro’, os autores
retomam o ndmero Pl como sendo a razdo entre o perimetro do circulo e o didmetro
correspondente. O livro-texto expde a inscricdo e circunscricdo de poligonos regulares a uma
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circunferéncia de raio R, mencionando que para o caso particular de um quadrado, o intervalo
é dado por: 2r* <z < 4r?, processo este representado na figura 1.

Figura 1: Inscrigéo e circunscri¢cdo de um quadrado

oJo

Fonte: Colecéo A.

Estendendo o processo, a colecdo A cita que o processo consiste em subdividir o
namero de lados, de modo a obter poligonos inscritos e circunscritos de lados 16, 32, 64 e
128. A seguir, comenta que para um poligono inscrito e circunscrito de 180 lados o valor de
PI fica delimitado entre 3,140 < m < 3,144. Porém, o texto ndo explica como obter este
intervalo, justificado: “Os célculos sdo complicados, mas ndo ¢ necessario que vocé os faca
sozinho. Importante ¢ compreender as ideias” (IMENES; LELLIS, 2008-2010, p. 230).

Também acreditamos que compreender ideias € importante, mas a citada compreensdo
ndo pode se restringir somente a um discurso inicial. Este tipo de abordagem poderia ser
desenvolvida através de uma situacao de aprendizagem utilizando, por exemplo, uma planilha
eletronica e delimitando valores racionais para PI, por excesso e falta, dentro da proposta de
inscri¢do e circunscricdo de poligonos regulares a uma circunferéncia, expresso pelos autores.
Isto possibilitaria um caminho trilhando patamares de evolucdo da significacdo do conceito de
PI, viabilizando o acesso ao conceito tedrico de um namero irracional, a relagdo com o
infinito e o continuo, através da opera¢do de aproximacéo.

A colecdo A traz contribuicdo ao relacionar o nimero m ao infinito, no caso de
poligonos inscritos e circunscritos. O texto cita que, ao se dividir pela metade o nimero de
lados do quadrado inicial, se obtém um poligono regular de oito lados, conforme ilustra a
figura 2. Este processo, se realizado sucessivamente, leva a um processo infinito.

Figura 2: Construcdo do octdgono regular inscrito, a partir do quadrado

Fonte: Colecéo A

Os autores apresentam uma viséo inicial do tema infinito, na forma potencial, no livro
do 9° ano, capitulo 12, no subitem denominado ‘Um toque a mais’. Partindo da ideia de que,
numa praia, ha um grande, porém finito namero de gréos, os autores ressaltam que no
conjunto dos numeros naturais, a ideia de contagem e de sucessor permite a seguinte
afirmagdo: “a contagem pode ndo parar porque ndo existe um numero natural maior do que
todos os outros, ao contrario dos graos de areia” (IMENES; LELLIS, 2008-2010, p. 239).
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A seguir, 0 texto apresenta outros contextos geometricos em relacdo ao infinito na
forma potencial: a reta e o segmento de reta. No caso da reta, que ndo tem comeco nem fim,
esta pode ser prolongada indefinidamente. Passando para o caso do segmento de reta, 0s
autores discutem um argumento dedutivo: “dados dois pontos diferentes, existe sempre um
terceiro ponto entre cles. Essa sentencga nos leva a um processo que ¢ infinito” (IMENES;
LELLIS, 2008-2010, p. 239).

Por ultimo, no livro da 8° série, capitulo 13, no item ‘Um Toque a Mais’, ha a exposi¢ao
de alguns valores obtidos para PI, numa retrospectiva historica.

2.2.2 Colecéo B.

No livro do 7° ano do Ensino Fundamental II, capitulo 1, no item denominado ‘Um
namero irracional especial: n’, os autores contam sobre uma simula¢do, obtendo valores do
perimetro (através do uso de barbante) e didmetro de circunferéncias, o que indica valores
aproximados de P1I.

No livro do 8° ano, capitulo 1, no item denominado ‘Numeros Reais’, é apresentado 0
namero PI, através de exemplos, medindo o perimetro do circulo e dividindo-o pelo didametro
(moeda, latinha cilindrica e Compact Disk). Em seguida, o texto apresenta a aproximacao
para duas casas decimais. Por Gltimo, os autores relatam a histéria de Arquimedes e a
determinacdo de um intervalo para Pl através de poligonos inscritos e circunscritos.

As deliberacbes mencionadas sdo semelhantes ao descrito no livro anterior, porém
apresentadas de forma mais simplificadora. Na colecdo B, os autores se detém no viés
empirico, que pode até servir como introducdo, porém ha a necessidade de um trabalho
posterior desenvolvendo o conceito de PI.

2.2.3 Colecéo C.

Na Unidade 1, volume 1, no desenvolvimento do item ‘Numeros Irracionais’, ¢
apresentado o nimero PI: “Além dos ntimeros irracionais representados por radicais, existem
outros numeros irracionais famosos, como o 7 (pi), obtido quando dividimos o comprimento
da circunferéncia de um objeto qualquer e o didmetro de uma circunferéncia” (SMOLE;
DINIZ, 2006-2008, p. 16). A seguir, 0 texto expressa que “[...] o valor de Pl pode ser
representado por uma dizima ndo-periodica aproximadamente igual a 3,141592654”
(SMOLE; DINIZ, 2006-2008, p. 16).

Na Unidade 4, volume 3, no item denominado ‘Flash Matematico’, ¢ abordada a
teméatica da quadratura do circulo. A explanacdo faz uma retrospectiva historica, com
argumentacdo jornalistica, do problema até os dias atuais, citando um recorde atual de casas
decimais. Mas ndo explica o significado ou importancia de tal busca de casas decimais, nem
remete a natureza irracional do namero PI.

Ao final, as autoras se referem ao processo de exaustdo que Arquimedes utilizou para
inscrever e circunscrever poligonos regulares ao circulo. O texto cita que o grego “[...] foi

. . 10 o 10
feliz, ainda, em mostrar, que o valor de m estava entre 3 inteiros e 71 e 3 inteiros e 20’ uma

aproximacgao razoavel que foi bem aceita durante quase dezoito séculos” (SMOLE; DINIZ,
2006-2008, p. 121). Consideramos que néo ficou claro o que se subentende por ‘aproximagao
razoavel’: ¢ no sentido do cidaddo comum ou se referindo a0 mundo tecnologico e cientifico,
onde a natureza tedrica de Pl se mostra relevante? Esta importante situacdo merece ser
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explorada em livros didaticos. Que conjecturas matematicas, em nivel de ensino baésico,
podem ser encaminhadas para tentar explicar como Arquimedes obteve estes valores?

No texto mencionado, também ha referéncia critica com relacdo a corrida para se
determinar o maior numero de casas decimais de PI: “Tal céalculo ¢ intutil, pois, como
observou o astrbnomo americano Simon Newcomb (1835-1909), dez casas decimais sdo
suficientemente precisas para dar o valor da circunferéncia do planeta Terra com erro inferior
a uma fracdo de polegada; e trinta casas decimais dariam a circunferéncia do universo visivel
com extraordinéria precisdo” (SMOLE; DINIZ, 2006-2008, p. 121).

Acreditamos que tal texto responda em parte nossas indagacdes. Sera a corrida para o
calculo de PI inatil? Serd que o discurso de um astrénomo, pautado numa necessidade
pragmatica dos astrbnomos, e que trabalhou cerca de cem anos atras, esgota o problema, a
ponto de pode servir de motivo para generalizacdo para todas as areas cientificas? Entdo,
quais os motivos para que a ‘corrida do PI’ atualmente mobiliza pesquisadores no meio
cientifico?

Uma explicacdo essencial desta questdo advém inicialmente das ciéncias da
computacdo, as quais utilizam os valores aproximados de Pl para testar os proprios modelos
computacionais e delimitar precisdo dos préprios computadores. Mas por que nédo se explica
isto e se acrescenta o significado de aproximar um numero irracional, o que implica
mencionar a natureza racional, limitada e finita desta operacdo, mas que se constitui no unico
meio de acesso pragmatico de um numero irracional, cuja natureza é tedrica e infinita.

2.2.4 Colecéo D.

No volume 1, no item Geometria Plana Meétrica, no subitem Circunferéncia, é
representado o numero Pl, numa analogia com a roda de uma bicicleta, pela definicdo de
perimetro de uma circunferéncia. “Vocé j& aprendeu que o comprimento de qualquer
circunferéncia é dado pela formula C = 2n r, sendo © = 3,14151 ..., um nimero irracional”
(GIOVANNI; BONJORNO, 2009, p. 39).

O livro-texto apresenta varios exercicios para uso da expressdo C= 2.1, sendo solicitado
considerar “[...] © = 3,14 uma aproximacgao racional com duas casas decimais” (GIOVANNI,;
BONJORNO, 2009, p. 39).

2.2.5 Colecéo E

Quanto ao numero PI, os autores apresentam-no no livro 9, capitulo XVII: “A razdo
entre o perimetro do circulo e seu didmetro ¢ um nimero constante representado por m”
(IEZZI et al., 2006, p. 230).

A seguir, para “[...] ter uma nog¢do do ntimero PI” (IEZZI et al., 2006, p. 231),
apresentam uma tabela de tripla entrada, contendo as razdes Pie P- onde p; representa o

2R 2R
perimetro interno ao circulo de raio R e p. representa o perimetro externo ao circulo de raio R.
O livro n&o ilustra como surgem estas relagdes, simplesmente situam o valor de PI entre os
extremos 3,14145 < r < 3,14188, apresentacdo que nao justifica o discurso dos autores “[...]
assim vai ‘nascendo’ o nimero PI” (IEZZI et al., 2006, p. 231).
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2.3 Analise e Sintese do numero PI nos livros didaticos

Considerando-se o nucleo | (O Processo de Inicializacdo dos Numeros Irracionais), as
colecBes A e B, do Ensino Fundamental, fazem a introducéo conceitual do nimero Pl pela
definicdo classica: razdo entre o perimetro e o didmetro de uma circunferéncia, num viés
geométrico e empirico.

Quanto as obras do Ensino Médio, as colecdes C e D situam um contexto dual: pelo
modo empirico e pela definicdo. Por ultimo, a cole¢éo E introduz a apresentacdo formal, sem
acesso ao empirico.

Com relagdo ao uso de linguagens, os livros didaticos adotam a abordagem numérica,
algébrica e geometrica. Quanto aos meios didaticos, os livros do Ensino Fundamental Il se
restringem ao uso de materiais empiricos, conforme se ilustra no quadro 2.

Quadro 2: O uso de meios didaticos para acessar 0 nimero PlI.
Colecéo A Colegdo B Colecdo C | Colecdo D | Colecdo Extra
Compasso; simulagdo | Compasso; simulagdo
com barbante e trena. | com barbante e trena.

Focando o nucleo 11, os livros ndo fazem articulagdo entre as linguagens. Isto promove
uma excessiva simplificacdo ao estudo de PI, o que culmina em lidar com poucas referéncias,
acentuando o livro didatico como relator de fatos, sem remeter a maiores explicagoes.

A constatacdo fica elucidada ao observamos a exposicdo do processo de inscricdo e
circunscrigdo de poligonos a um circulo, delimitando um intervalo racional para o nimero 7.
Todos os livros analisados, com excec¢do da colecdo D, fazem um breve relato do processo.
Porém, a colecdo A apresenta disposicdo em ampliar o discurso. Para isso, além de fornecer
uma explicacdo inicial, a citada obra calcula a area do quadrado inscrito e circunscrito para a
primeira parte do processo. Entretanto, o texto se limita a trabalhar uma possibilidade, néo
desenvolvendo as demais etapas do processo, justificando que os calculos sdo complicados.

Porém, existem meios didaticos de acessar tal processo. Um exemplo disso sdo as
planilhas eletrnicas, que associadas a questdo de aproximacao ampliariam o repertério numa
sequéncia que disponibilizaria tanto o discurso textual como a linguagem matematica
especifica. Vale ressaltar que o uso de recursos informaticos “[...] permite recuperar conceitos
matematicos ou mesmo facilitar a propria construcdo de muitos conceitos por meio de uma
atribuicdo mais clara e visivel de significacdo. E a consisténcia da construcéo significativa do
conhecimento pode ser observada” (BONOMI, 2004, p. 7).

Em sintese, as apresentacdes sdo simplificadoras e ndo permitem significar a natureza do
namero Pl, como um numero irracional. A utilidade de inscrever e circunscrever poligonos a
circunferéncia permitiria ilustrar o papel das aproximacdes, a discussdo do processo infinito,
explorar a aproximagdo como um recurso de acesso ao numero irracional e até delimitar
valores numéricos que introduzissem a noc¢do de aproximagdo. Uma boa aproximacao é aquela
que sempre pode ser melhorada e corresponde a uma necessidade pragmatica. A natureza do
namero irracional é tedrica e a aproximagdo consiste num recurso didatico para se iniciar a
discussdo de tal natureza.

Em sintese, concluimos que os livros didaticos realizam uma apresentacdo
simplificadora, que trunca o ‘percurso dos nucleos de significagao’, ndo permitindo elucidar a
natureza do nimero PI, como um numero irracional.

A utilidade de inscrever e circunscrever poligonos a circunferéncia permitiria explorar
um processo infinito onde a aproximagdo seria 0 recurso de acesso ao nuamero irracional PlI,
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que dialeticamente poderia ampliar a no¢do de aproximacdo. Uma boa aproximacéo é aquela
que sempre pode ser melhorada e corresponde a uma necessidade pragmatica.

2.4 Descricdo do numero de Euler nos Livros Didaticos
2.4.1 Colecbes A e B

N&o encontramos mencao.

2.4.2 Colecdo C

Quanto ao numero de Euler (e), este é apresentado ao final da Unidade 8, p. 234-235, no
volume 1, no item denominado Sistema de Logaritmos. Como apéndice ao tema, 0 texto cita
gue existe um sistema de logaritmos na base e’, descrevendo o valor aproximado de
2,7182818, sem citar que este representa um namero irracional. Ainda, o texto relata que o0s
logaritmos na base ‘e’ s80 denominados logaritmos naturais ou neperianos, em homenagem a
John Napier. Mas qual a relagdo da denominagdo ‘natural’ com o niumero de Euler? E por que
apresenta o valor aproximado?

2.4.3 Colecdo D

O numero de Euler (e) € apresentado no item logaritmos, descrevendo-o como sendo
2,718281828....., um valor aproximado referente ao sistema de logaritmos na base e¢’. N&o ha
menc¢do do nimero de Euler ser irracional. Notamos que o modo escolhido pelo livro para o
registro dos digitos (1828) pode induzir o aluno a acreditar que existe regularidade no nimero

de Euler. O texto ainda se refere ao nimero de Euler pela definicdo e = lim (1+X)%_
x—0

Por ultimo, o manual ilustra cinco aplicaces de leis utilizando o valor do nimero de
Euler e relacionando a curva de aprendizagem (p. 236), o decaimento radioativo (p. 252), o
crescimento de populacBes (p. 257), o crescimento de uma mancha de petréleo devido ao
vazamento de uma plataforma (p. 258) e a estimativa do método de carbono 14 (p. 277).

2.4.4 Colecéo E

No volume 2, intitulado ‘Logaritmos’, no capitulo II, dedicado a Fun¢do Exponencial,

0s autores expdem a construcdo do grafico da funcdo f(X) =e*, onde ‘e’ é apresentado como
o numero de Euler, dado por e = M (1+x)%,com x € R. O texto contém uma tabela
x—0

ilustrando alguns valores de x, no intervalo [-3;3] e localizados no plano cartesiano, o que
acarreta na exposicdo grafica. E destacado que, para x =1, o valor numérico da funcéo

f(X) =e” corresponde ao numero de Euler: e = 2,7183. A introdu¢do formal tem contribuicéo

limitada pelo uso de linguagem algébrica e exposicdo de conceitos mais sofisticados,
principalmente ligados ao limite de uma funcéo, ndo abordados no Ensino Medio.
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No volume 8 (Limites, Derivadas e Nocdes de Integral) os autores também abordam o
nimero de Euler. Ap6s a apresentacdo de um teorema que introduz a funcédo

f(X) =(1+1)”,no 4mbito de N*, o nimero de Euler é definido como consegiiéncia do
n

teorema citado, ou seja, '™ (1+1)" =¢, denominado o limite exponencial fundamental.
n

X — 400
H& mencdo do namero de Euler ser um numero irracional, cujo valor aproximado é
2,7182818284. Por ultimo, seguem-se os habituais exercicios de aplicacdo, cujos resultados
envolvem poténcias do numero de Euler. Esta exposi¢do limita o0 acesso ao significado do
tema: quem ndo domina a sintaxe matematica ndo tem acesso aos significados
No volume 2, intitulado ‘Logaritmos’, no capitulo III, apds a introduc¢ao da defini¢ao
candnica de logaritmos, e das consequéncias da definicdo, é apresentado o item ‘Sistemas de
Logaritmos’. No 5° paragrafo, ¢ relatado que “[...] 0 sistema de logaritmos neperiano é o
sistema de base e (e= 2,71828... [um] nUmero irracional), também chamado de sistema de
logaritmos naturais. O nome neperiano vem de John Neper [...]. O nome natural se deve ao
fato de que no estudo dos fendmenos naturais geralmente aparece uma lei exponencial de base
e” (IEZZI et al., 2006, p. 55).

2.5 Andlise e Sintese do numero de Euler nos livros didaticos.

Este irracional é apresentado nas coleces A e B, de Ensino Médio, no topico
logaritmos, fazendo referéncia ao fato de ser uma base natural e ter um valor aproximado, sem
maiores explicagdes. A colecdo E introduz o numero de Euler no volume intitulado
‘Limites’. A colegdo D e a colecdo E utilizam a definicdo formal, ndo acrescentando
significado a brevissima apresentacdo do numero de Euler. O destaque fica para a cole¢édo C,
a qual apresenta cinco exercicios envolvendo o numero de Euler, por via instrumental de
aplicacdo de férmula dada no enunciado. Da forma veiculada, as cole¢Bes pouco ilustram o
que representa o numero de Euler, ficando a apresentacdo deste tema restrita ao nucleo .

2.6 Descricdo do numero de Ouro nos Livros Didaticos
2.6.1 ColecOes Ae B

Né&o encontramos mencao.
2.6.2 Colecéo C

A unidade 1 faz meng¢@o ao segmento aureo, representado pela letra grega ‘fi’ (¢), como
a razdo entre lados de um retangulo, muito utilizado no campo artistico (figura 3).
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Figura 3: Obtencdo do segmento aureo
B c i : : B i E
| | | | -
A I l l :
D A F

Fonte: In. SMOLE; DINIZ (2006-2008, p.16)
O livro-texto expde a construcdo do referido retangulo, e, a partir de argumentos

5

geométricos, aplica o teorema de Pitagoras, obtendo o valor ¢ = % (figura 4).

Figura 4: Obtencdo do segmento aureo

S

Fonte: In. SMOLE; DINIZ (2006-2008, p.16).

O livro retoma a questdo do segmento aureo ao expor a sequéncia de Fibonacci,
utilizando o conhecido problema da reproducédo de coelhos, a partir de um Unico casal, que em
cada més gera um novo casal, que se torna fértil a partir do segundo més de vida.

As variacOes de linguagens utilizadas para expor o nimero de ouro se constituem em
importante contribui¢do, mas ndo sdo aproveitadas para explicar a natureza das aproximacoes,
do processo infinito que pode ser relacionado e nem aprofundam o contexto tedrico deste
namero irracional.

2.6.3 Colecao D
Né&o encontramos mengao ao numero de ouro.
2.6.4 Colecéo E

O segmento aureo surge no livro 9, capitulo XVII, intitulado ‘Poligonos Regulares’, na

definicdo formal X_2~X onde X representa a razdo aurea. Os autores aplicam um

a X a

tratamento algébrico a definicdo, obtendo x2 +ax—a? =0,e expde o resultado y — ‘E‘l,a, sem
2

posteriores comentarios.
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O tipo de abordagem desta colecdo utiliza varias linguagens, porém todas acessadas de
modo formal. Este aspecto tedrico restringe o significado, pois privilegia a sintaxe e nédo
conduz para a elucidacdo dos termos e dos conceitos envolvidos, o que poderia ser realizado
por meio de uma abordagem didatica que expresse ideias.
2.7 Anélise e Sintese do namero de Ouro nos livros didaticos.

O referido irracional é apresentado somente nas cole¢des C e E. No quadro 3 indicamos
as observac0es referentes ao nucleo I (O tratamento didatico dos nimeros irracionais).

Quadro 3: A abordagem introdutdria para o nimero de Ouro

Colecdo C Colecdo D Colecdo E

A introducdo conceitual do nimero de |[Nédo ha mengdo| A introdugdo conceitual do nimero de
ouro ocorre pela representagdo figural, a ouro ocorre pela representagdo figural,
partir da construcdo de um quadrado. pela  definicio X_2"X e em
Posteriormente, € dado um tratamento a x|
algébrico para se determinar o valor de ¢. manipulacdes algébricas, de modo a
Sdo também  apresentados  alguns 1++/5

contextos de aplicacéo. obter ¢ = >

Vale destacar a utilizacdo de apresentacdo empirica no tratamento da colecdo C,
antagbnica a introducdo teorica da colecdo E. Porém, a colecdo C avanca no percurso de
significagdo dos nucleos em direcdo a um desenvolvimento conceitual, pelo tratamento
algébrico efetuado para se determinar a razdo aurea, retornando, em seguida, a via empirica,
apresentando os contextos das artes e a sequéncia de Fibonacci.

A colecdo C apresenta variedade de linguagens e meios didaticos: utilizacdo de textos
jornalisticos, representacfes figurais, uso de calculos aritméticos, algébricos e figuras
geométricas, mobilizando diversos registros para a apresentacdo do tema. Porém, a
predominancia pelo empirico limita o desenvolvimento deste tema, ndo oportunizando a
ampliacdo conceitual e significacdo do numero irracional envolvido.

A colecdo C apresenta 0 nimero de ouro com maior articulacdo entre linguagens que a
apresentacdo de Pl e, principalmente, ao nimero de Euler, o que possibilitou uma maior
incursdo no percurso dos nucleos de significacao.

Considerac0es Finais

Como analise inicial, num olhar voltado a aspectos desenvolvidos as obras, observa-se
um esforco didatico das colecGes em trabalhar os temas delineados e adequé-los a faixa de
ensino que se propde.

Realizando uma sintese da abordagem do nimero PI, o nimero de Euler e o numero de
ouro, observamos nas cole¢Ges a apresentacdo de algumas informacbes e sugestdes de
procedimentos surgidos a partir do desenvolvimento histérico do conhecimento matematico.
Porém, as cole¢fes ndo avancam para ilustrar, articular e explicar o discurso que sugerem, em
face da complexidade e importancia destes topicos essenciais ao ensino basico.

E peculiar a falta de uso de meios eletrdnicos (calculadora e planilhas eletrnicas) para
viabilizar algumas situagdes de ensino que pudessem caracterizar tanto 0 nimero T como o
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numero de Euler, articulando-os aos diversos conhecimentos matematicos e cientificos. Vale
relembrar que muitos alunos desconhecem a génese e significado dos simbolos estampados no
teclado das calculadoras, tal como o niimero 7 ¢ o nimero de Euler, apontados em Machado
(1994).

Os livros didaticos, ndo elucidando o contexto das calculadoras eletronicas, reduzem a
possibilidade de compreenséo da natureza dos nimeros irracionais. O uso da calculadora e do
computador em sala de aula é um recurso que permite explorar o entendimento dos nimeros
irracionais, conciliando a leveza e a rapidez em:

[...] célculos sem o peso da repeticdo de algoritmos, que, sem a tecnologia,
precisariam ser executados manualmente pelos alunos ou pelo professor.
Toda essa parte € rapidamente solucionada. [...] Uma preocupagdo sempre
presente ndo é apenas aquela da resolucdo de determinados problemas, mas
também a observacdo, a analise critica e a significacdo dos resultados
(BONOMI, 2004, p. 7).

Torna-se necessario um trabalho didatico de esclarecimento e encaminhamento para
compreender que 0s resultados aproximados ao acessar as teclas das calculadoras eletrénicas
representam nameros racionais finitos, como observamos nas colec¢des, para acessar 0 nimero
Pl. A explicacdo reduzida ou ndo realizada pode induzir e iludir os alunos no trato dos
nameros irracionais como se fossem decimais finitos e, portanto, nimeros racionais.

Ainda com relagdo as aproximacdes, apds a enunciacdo dos resultados com uma, duas
ou até trés casas decimais, os livros didaticos citam que nimeros irracionais, como o caso de
PI, possuem infinitas casas decimais e nao-periddicas, mas ndo justificam esta declaracdo.
Quais os argumentos que garantem a ndo-periodicidade nos exemplos citados dos livros
didaticos analisados? Ou ainda, quais fatos asseguram que o mesmo possui infinitas casas
decimais?

Os livros didaticos fazem mencdo sobre o resultado mostrado pelas calculadoras
eletronicas e mencionam que 0s irracionais apresentam infinitas casas decimais e né&o-
periddicas. Mas ai hd um salto, pois as calculadoras ndo podem mostrar infinitas casas, e nem
0s computadores, por uma limitacdo de armazenamento na memoria. Esta questdo nem é
discutida pelos textos.

Nas colegdes, observamos a falta de uma abordagem situando e significando tais
nimeros como irracionais: os aportes tedricos sdo introduzidos ora via pseudoempirica,
relatando situacdes e contextos praticos e, posteriormente, pela via formal, porém sem
articulacdo entre estes modos. Deste modo, sem a construcdo de modos didaticos de
exploragdo e articulagdo presente nesta polaridade, ficam restritas as possibilidades de
significar estes temas no Ensino Médio.

Considerando-se o viés empirico, optado em algumas colecdes (A, B e C), em geral
houve a exploracdo e uso de algumas linguagens matematicas, mas que pouco dialogaram
entre si. A falta de op¢bes didaticas que promovam o intercAmbio entre linguagens nao
permite trilhar caminhos que avancem no ‘percurso de significagdo’ dos nimeros irracionais.

Pela via oposta, nos livros que optaram pela introducéo formal (colecédo D e extra), via
definicdo, observamos que a linguagem geralmente utilizada fica restrita ao registro algébrico,
com posterior exemplificacdo situada no registro aritmético. Esta limitacdo de exploracdo de
linguagens também trunca o desenvolvimento de utilizacdo de outros modos, como a
linguagem natural, assim como pela diversificacdo de contextos e recursos que possibilitariam
0 acesso do significado dos objetos.
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Apbs o treinamento das defini¢bes, as obras utilizadas geralmente recorrem a exercicios
de fixagdo, explorando o modo sintatico de escrita matematica, porém sem encaminhar
situacOes que enriquecam o repertorio e explorem os significados.

Também destacamos outra circunstancia: os temas pesquisados aparecem em momentos
pontuais no livro didatico. Lembrando que significar um conhecimento remete a estabelecer
uma rede de relacGes, a escassa retomada dos ndmeros irracionais em outros momentos no
desenrolar dos assuntos tratados nos livros didaticos pesquisados ndo colabora para tecer
conexdes entre 0s assuntos que delineamos como o corpo de conhecimentos da Matematica.

Em sintese, as constatacbes destacadas nos livros didaticos somente iniciam um
percurso de introducdo aos numeros irracionais, vinculados ao notavel numero PI, com
algumas poucas mencdes a outros nimeros irracionais, 0 que limita a compreensdo do nimero
irracional, no ciclo bésico.
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